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Dualité

Dans ce chapitre , K  désigne ℝ  ou ℂ , et E  un K -espace vectoriel.

1.   Hyperplan

Définition :
Soit H  un sous-espace vectoriel de E . On dit que H  est un hyperplan de E  dès lors que H  admet un supplémentaire
 de dimension 1  (droite vectorielle).

Proposition :
Soit H  un hyperplan de E . Si e∉H , alors E=H⊕Vect(e).

2.   Formes linéaires d'un espace vectoriel

Définition :
On appelle forme linéaire de E  toute application linéaire de E  dans K .
L'ensemble des formes linéaires de E  est appelé espace dual de E , noté E∗

=ℒ (E ,K ).

Propriété :

E∗  est un K -espace vectoriel , et si E  est de dimension n , E∗  est de dimension n .

Exemples :
1. La trace est une forme linéaire de ℳ n (K).
2. Si I  est un intervalle quelconque de ℝ non réduit à un point , L1(E) est un K -espace vectoriel , et

f ∈L1(E)⟼∫I
f  est une forme linéaire de L1( I ).

3. Soit a∈K . φ : P∈K [X ]⟼ P (a) est une forme linéaire de K [ X ].
4. Soit E  tel que dim(E )=n , on note B=(e1 ,… ,en) une base de E . Soit φ : E →K .

φ∈E∗
⇔ ∃(a1 ,… ,a n)∈K

n  tel que ∀x∈E  tel que x=∑
i=1

n

xiei , on a φ( x)=∑
i=1

n

ai xi .

Proposition :

Soit φ∈E∗ , φ≠0 . Alors rg(φ)=1 .

Preuve :

φ∈E∗ , donc rg (φ)⩽1. Or rg(φ)≠0 , sinon φ  serait nulle. Donc rg (φ)=1 .

Corollaire :

Soit φ∈E∗ , φ≠0 . φ  est surjective , en particulier ∃e∈E  tel que φ(e)=1.

Théorème :

Soit φ∈E∗ , φ≠0. Alors Ker (φ) est un hyperplan de E .

Exemple :
Ker (tr)={A∈ℳ n(K )  tel que tr (A)=0} est un hyperplan de ℳ n (K ).

Théorème :

Soit H  un hyperplan de E . ∃φ∈E∗ , φ≠0 , tel que H=Ker (φ).
Si il existe une autre forme linéaire μ  de E  telle que H=Ker(μ) , alors ∃α∈K∗ tel que μ=α φ .



Preuve :

∃e∈E ∖{0} tel que e E=H⊕Vect (e). Soit x∈E , ∃!(hx , λx)∈H×K  tel que x=hx+λx e .
Pour tout x∈E , ce λx  est unique. Soit alors φ : x ⟼ λx , application de E  dans K .
Soit ( x , y)∈E2 , et (α , β )∈K2 . On a x=hx+λx e , y=hy+λye , (h x , λx)  et (h y , λy)∈H×K .
Par combinaison linéaire , α x+β y=(α hx+β hy)+(αλx+β λy)e . Par unicité de la décomposition d'un vecteur
sur E=H⊕Vect (e) , on a λαx+β y=α λx+β λy , c'est-à-dire φ(α x+β y)=α φ( x)+β φ (y). Donc φ∈E∗ ,
et φ  n'est pas nulle : φ (e )=1. Soit x∈E , x∈Ker(φ) ⇔ φ( x)=0 ⇔ λx=0 ⇔ x=h x∈H : H=Ker(φ).
Soit alors μ∈E∗∖{0} tel que H=Ker( μ). Soit x∈E : ∃(hx , λx)∈H×K  tel que x=hx+λx e .
Alors μ ( x)= μ(hx)+φ( x)μ(e), or μ(h x)=0 , on a donc μ= μ(e)φ, et μ(e)≠0 , sinon μ  serait nul.

Définition :

Soient φ∈E∗ , et H  un hyperplan de E  tel que H=Ker(φ). L'équation φ( x)=0 est appelée équation de H .

Propriété :

En dimension finie , si E  est de dimension n , et B=(e1 ,… ,en ) est une base de E :

x=( x1 ,… , x n)∈Ker (φ)=H ⇔ ∑
i=1

n

ai xi=0

Définition :

L'équation ∑
i=1

n

ai xi=0  est appelée équation de l'hyperplan H  dans la base B . Elle est unique à un coefficient

multiplicatif non nul près.

3.   Bases duales

Dans ce paragraphe , E  est de dimension finie n .

Proposition :

Soit B=(e1 ,… ,e n) une base de E . Soit x∈E . ∃!(x 1 ,… , xn )∈K
n  tel que x=∑

j=1

n

x je j . On note e j
∗ : x ⟼ x j .

e j
∗  est une forme linéaire de E  appelée jème  forme linéaire coordonnée de E , associée à B .

Propriété :

∀x∈E , x=∑
j=1

n

e j
∗( x )e j .

Proposition :

∀(i , j)∈⟦1 ,n⟧2 , ei
∗(e j)=δi , j : cette formule est appelée formule de Kronecker.

Théorème :

La famille ainsi construite est une base de E∗ .

Définition :

Cette famille est appelée base duale de la base B , elle est notée B∗ .

Preuve du théorème :

On sait que dim(E∗)=dim (E )=n , et Card (B∗)=n . Soit (α1 ,…, αn)∈K
n  tel que ∑

i=1

n

αi ei
∗=0 .

Soit j∈⟦1 , n⟧. ∑
i=1

n

α iei
∗(e j)=0 ⇔ ∑

i=1

n

α iδi , j=0 ⇔ α j=0 : La famille construite est libre de cardinal n ,

il s'agit donc d'une base de E∗ .



Remarque :

Pour trouver la base duale B∗  d'une base B  de E , il suffit de déterminer les coordonnées d'un vecteur quelconque

de E  dans la base B . On a alors x=∑
i=1

n

ei
∗( x )ei .

Proposition :
Les formules de Kronecker caractérisent la base duale :
Si ∃(φ1 ,… ,φn)∈(E∗

)
n  tel que ∀(i , j)∈⟦1 ,n⟧2 , φ i(e j)=δi , j , alors (φ1 ,… ,φn) est la base duale de la base B .

Preuve :

Soit (φ1 ,… , φn)∈(E∗)n  tel que ∀(i , j)∈⟦1 , n⟧2 , φ i(e j)=δi , j . Soit x∈E , on sait que x=∑
i=1

n

ei
∗( x )ei .

Soit j∈⟦1 , n⟧ , φ j (x)=∑
i=1

n

ei
∗ (x)φ j(ei)=e j

∗ .

Exemple :

E=K n[ X ]. Soient a∈K , Pk (X )=(X−a)k , k∈⟦1 ,n⟧ . (Pk) est une base B  de K n[ X ]. Soit P∈K [X ].

D'après la formule de Taylor pour les polynômes , P (X )=∑
k=0

n P(k )(a )

k !
(X−a )

k
=∑

k=0

n P(k )(a )

k !
Pk(X ).

On pose ∀k∈⟦1 ,n⟧ , e k
∗ : P⟼

P(k)(a)
k !

. ek
∗∈(K [X ] )

∗ , et (e0
∗ ,… ,e n

∗) est la base duale de la base B .

Exemple :

E=K n[ X ]. Soit (a0 ,… , an)∈K
n+1 tel que ∀(i , j )∈⟦1 , n⟧2 , i≠ j ⇒ ai≠a j . Soit ℒ =(L0 ,… , L n) la famille de

polynômes de Lagrange associée à (a0 ,… , an). ℒ  est une base de K n[ X ]. ∀P∈Kn [X ] , P(X )=∑
i=1

n

P (ak)Lk (X ).

On pose ∀k∈⟦1 ,n⟧ , e k
∗=P(ak). (e0

∗ ,… , en
∗)  est la base duale de ℒ .

Exemple :

E=ℝ3 . On munit E  de la base canonique B . Soit B ʹ=(e1 ʹ , e2 ʹ , e3 ʹ)  telle que e1 ʹ=(
1
2
3) , e2 ʹ=(

2
3
4) , e3 ʹ=(

3
4
6).

DetB (B ʹ)=−1. B ʹ  est une base de E , on cherche sa base duale B ʹ∗ . Soient P=P B
B ʹ , et v∈E .

On note X=(
x
y
z) les coordoonées de v  dans B , X ʹ=(

x ʹ
y ʹ
z ʹ) dans B ʹ .

Alors X=P X ʹ ⇔ X ʹ=P−1 X . P−1=−1(
2 0 −1
0 −3 2

−1 2 −1) , donc {
e1 ʹ∗

(v )=−2 x+z
e2 ʹ∗(v)=3 y−2 x
e3 ʹ∗

(v )=x−2 y+z
.

4.   Bases antéduales

Lemme :

Soit x∈E  tel que ∀φ∈E∗ , φ( x)=0 . Alors x=0 .

Preuve :

Si x≠0 , notons e1=x . On complète (e1) en une base B=(e1 ,… ,en) de E . On introduit la base
duale B∗=(e1

∗ ,… ,en
∗), mais alors e1

∗(e1)=1≠0. Contradiction , donc x=0.



Théorème :

Soit (φ1 ,…, φn) une base de E∗ . Il existe une unique base de E , B=(e1 ,… ,en) , telle que (φ1 ,… ,φn) soit la
base duale de la base B .

Définition :

Cette base B  est appelée base antéduale ou préduale de la base (φ1 ,…, φn).

Preuve du théorème :

Soit ϕ : x∈E ⟼ (φ1( x ) ,… , φn (x))∈K
n . Comme dim (E )=dim(Kn) , il suffit de montrer que ϕ  est linéaire et

injective pour prouver que ϕ  est un isomorphisme entre E  et Kn . ϕ  est linéaire par linéarité de chaque application φ .
Soit x∈Ker(ϕ). ϕ ( x)=(0 ,… ,0 ) , c'est-à-dire ∀ i∈⟦1 , n⟧ , φi ( x )=0 . Soit alors φ∈E∗ .

Comme (φ1 ,…, φn ) est une base de E∗ , ∃(α1 ,… ,αn)∈K
n  tel que φ=∑

i=0

n

αiφ i . Alors φ( x)=∑
i=0

n

αi φi ( x)=0 .

D'après le lemme , x=0 , ainsi ϕ−1  est un isomorphisme de Kn  dans E .

Soit ( ε1 ,… , εn ) la base canonique de Kn . Notons ∀ j∈⟦1 , n⟧ , e j=ϕ−1
(ε j ). Montrons que B =(e1 ,… ,en) est une

base de E , dont la duale est (φ1 ,… , φn).
Par construction , B  est l'image par ϕ−1  d'une base de Kn , or ϕ−1  est un isomorphisme . Donc B  est une base de E .
Par définition , ∀ j∈⟦1 ,n⟧ , ϕ(e j)=ε i , et ϕ(e j )=(φ1 (e j ),… , φn(e j )) , donc ∀i∈⟦1 ,n⟧ , φi (e j)=δi , j .

Par unicité de la base de E∗  vérifiant les formules de Kronecker , (φ1 ,…, φn) est la base duale de B .
Considérons B ʹ  une autre base de E  dont la duale est (φ1 ,… ,φn). Alors ∀(i , j )∈⟦1 , n⟧2 , φi (e j ʹ)=δi , j ,
c'est-à-dire ∀ j∈⟦1 , n⟧ , ϕ (e j ʹ)=ε j . Donc ∀ j∈⟦1 ,n⟧ , e j ʹ=ϕ−1( ε j)=e j .

Remarque :

Pour obtenir la base antéduale d'une base (φ1 ,… ,φn)  de E∗ , on utilise de formules de Kronecker, c'est-à-dire que
∀ j∈⟦1 , n⟧ , on cherche e j∈E  tel que ∀ i∈⟦1 , n⟧ , φi (e j )=δi , j .

Exemple :

E=K n[ X ]. Soit a∈K . On pose ∀i∈⟦0 , n⟧ , φ i(X )=
P( i)(X )

i!
. Alors (φ0 ,… , φn) est une base de E∗  dont

l'antéduale est (P0 ,… , Pn), où Pk (X )=(X−a)
k , ∀k∈⟦0 ,n⟧ .

Exemple :

E=K n[ X ]. Soit (a0 ,… , an)∈K
n+1 tel que ∀(i , j )∈⟦1 , n⟧2 , i≠ j ⇒ ai≠a j .

On pose ∀ i∈⟦0 , n⟧ , φi : P∈E ⟼ P (ai ). Alors (φ0 ,…, φn) est une base de E∗  dont l'antéduale est la base de
Lagrange associée à (a0 ,… ,an ).

Exemple :

E=ℝ3 [X ] . Soit P(X )=a X 2+b X+c . On pose φ1(P)=b+a , φ2(P)=c+a , φ3(P )=c+b , formes linéaires de E .
Soit (α1 ,α2 ,α3)∈ℝ3  tel que α1 φ1+α2φ2+α3φ3=0 . ∀ i∈⟦0 , 2⟧ , α1φ1 (X

k)+α2 φ2 (X
k)+α3φ3(X

k )=0 .
Ainsi α2+α3=0 , α1+α3=0 , α1+α2=0 : on obtient α1=α2=α3=0 , donc (φ1 , φ2 , φ3) est une base de E∗ .
Recherche de l'antéduale (P1 , P2 , P3) : On cherche d'abord P1 (X )=a X2

+b X+c  tel que φ1(P1)=1 , φ2(P1)=0 ,

et φ3(P1)=0 . {
b+a=1
c+a=0
c+b=0

⇔ (
0 1 1
1 0 1
1 1 0)(

c
b
a)=(

1
0
0) ⇔ (

c
b
a)=A−1 (

1
0
0) , avec A=(

0 1 1
1 0 1
1 1 0).

Cela revient donc à utiliser la première colonne de A−1  pour avoir les coordonnées de P1 .

Or , A−1
=

1
2 (

−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1)

Ainsi P1 (X )=
1
2
(X2+1−1). De même , pour P2 , on utilise la deuxième colonne

de A−1 , et la troisième pour P3 : P2 (X )=
1
2
(X2−X+1) , et P3(X )=

1
2
(−X 2+X+1).
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