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Dualité

Dans ce chapitre, K désigne R ou C, et E un K -espace vectoriel.

1. Hyperplan

Définition :
Soit H un sous-espace vectoriel de £. On dit que H est un hyperplan de E des lors que H admet un supplémentaire
de dimension 1 (droite vectorielle).

Proposition :

‘ Soit H un hyperplande E. Si eZH, alors E=H® Vect(e).

2. Formes linéaires d'un espace vectoriel

Définition :
On appelle forme linéaire de E toute application linéaire de E dans K.

L'ensemble des formes linéaires de E est appelé espace dual de E, noté E'=%(E,K).

Propriété :
‘ E” estun K -espace vectoriel, etsi E est de dimension n, E* est de dimension n.

Exemples :
1. La trace est une forme linéaire de 4, (K).

2. Si I estun intervalle quelconque de R non réduit a un point, L,(E) estun K -espace vectoriel, et
feLl(E)HLf est une forme linéaire de L,(7).
3. Soit a€K. ¢ : PEK[X]— P(a) est une forme linéaire de K[ X].
Soit E tel que dim(E)=n, onnote B=(e,,...,e, ) unebasede E. Soit ¢ : E—K.
9€E" < 3Fla,,...,a,)eK" tel que VxEE tel que x=_ xe;, ona ¢(x)=2, ax,.
i=1

i=1

Proposition :

| Soit peE*, #0. Alors rg(g)=1.

Preuve :

@€E", donc rg(¢)<1. Or rg(¢)#0, sinon ¢ serait nulle. Donc rg(¢)=1.

Corollaire :
H Soit p€E™, @#0. ¢ estsurjective, en particulier Je€E tel que ¢(e)=1.

Théoréeme :

Soit p€E™, @#0. Alors Ker () est un hyperplan de E.

Exemple :

Ker (tr)={A€.# (K) tel que tr(A)=0} est un hyperplan de .4, (K).

Théoréme :
Soit H un hyperplande E. Ap€E™, ¢#0, tel que H=Ker(p).
Si il existe une autre forme linéaire u de E telle que H=Ker(u), alors a€K" tel que u=a ¢.




Preuve :

JecE\[0} tel que e E=H® Vect(e). Soit x€E, I'(h,, A )EHXK tel que x=h_+1_e.
Pour tout x€E, ce A, estunique. Soitalors ¢ : x+—A,, applicationde E dans K.
Soit (x, y)€E?, et (a,B)€K’. Ona x=h +Aie, y=h+Ae, (h,i)et(h, A )EHXK.

Par combinaison linéaire, ax+pgy=(ah +Bh )+(ai +BA )e. Par unicité de la décomposition d'un vecteur
X y X Yy

sur E=H®Vect(e), ona A, 5=al+BA, cesta-dire p(ax+py)=ag(x)+B¢(y). Donc p€E",

et @ n'estpasnulle : @(e)=1. Soit x€E, x€Ker(p) © ¢(x)=0 & A,=0  x=h €H : H=Ker(g).

Soit alors € E*\[0} tel que H=Ker(u). Soit x€E : A(h A )EHXK tel que x=h_+1_e.
Alors u(x)=u(h )+¢(x)ule), or u(h )=0, onadonc u=u(e)p, et u(e)#0, sinon u serait nul.

Définition :

H Soient ¢ €E”, et H un hyperplan de E tel que H=Ker(¢). L'équation ¢(x)=0 est appelée équation de H .

Propriété :
En dimension finie, si E est de dimension n, et B=(e,,...,e,) est une base de E :

x=(x,,...,x,)€Ker(¢)=H < z a; x;=0

i=1
Définition :

L'équation Z a,x,=0 est appelée équation de I'hyperplan H dans la base B. Elle est unique a un coefficient
i=1

multiplicatif non nul pres.

3. Bases duales
Dans ce paragraphe, E est de dimension finie .

Proposition :

j=1
e“; est une forme linéaire de E appelée j*™ forme linéaire coordonnée de E, associée a B.

Soit B=(e,,...,e,) une base de E. Soit x€E. I!(x,,...,x,)EK" tel que x:Z x;e;. Onnote e, : xr>x,.

J

Propriété :
n
VXEE, x=)_ el(x)e;.

j=1

Proposition :

Y(i, j)e[1,n]’, e*(ej):d

; i ; ¢ cette formule est appelée formule de Kronecker.

Théoréeme :

La famille ainsi construite est une base de E*.

Définition :
H Cette famille est appelée base duale de la base B, elle est notée B .

Preuve du théoreme :

On sait que dim(E”)=dim (E)=n, et Card(B")=n. Soit (a,,...,a,)EK" tel que Z a.e’=0.
i=1

Soit j€[1,n]. Y ae(e,)=0 & D a6, ,=0 < a,=0 : Lafamille construite est libre de cardinal ,
=1 i=1

il s'agit donc d'une base de E”.



Remarque :
Pour trouver la base duale 8" d'une base B de E, il suffit de déterminer les coordonnées d'un vecteur quelconque

i

de E danslabase 8. On a alors x=z el.*(x)e

i=1

Proposition :
Les formules de Kronecker caractérisent la base duale :

Si @y, ..., )€(E")" tel que Y (i, j)€[1,n]’, @,e;)=6, ,, alors (@,,...,p,) estla base duale de la base B.

Preuve :
Soit (¢,,...,p,)E(E")" tel que V(i, j)€[1,n]*, @,(e;)=0, ;. Soit xEE, on sait que xzz e’(x)e,.
i=1

*

Soit j€[1,n], qoj(x)=zn: e/ (x)g,le)=¢].

Exemple :
E=K [X]. Soient a€K, P,(X)=(X—a)', k€[1,n]. (P,) estune base B de K [X]. Soit PEK[X].
P(k)(a) Zn: P(k)(a)

X—a)'=
1l (X=a) Tl

Il
Mx

D'aprés la formule de Taylor pour les polyndmes, P (X)

P(k)(a) .

Onpose Vke[1,n], e, : P— o %

€(K[X])", et (eg,....e;) estlabase duale de la base 3.

Exemple :
E=K,[X]. Soit (a,,...,a,)€K" " tel que V(i,j)€[1,n[, i#j = a#a,. Soit =(L,,...,L,) lafamille de

polynomes de Lagrange associée a (aj,...,a,). & estunebasede K,[X]. VPEK,[X], P(X):Z Pla,)L,(X).
i=1

2 3
3|, e'=|4].
4 6

Det,B(fB’):— 1. B’ estune base de E, on cherche sa base duale B8’". Soient P:Tﬁ’, et veE.

On pose VkE[1,n], e;=P(a,). (e;,...,e!) estlabase duale de ¥ .

Exemple :

’ ’

1
E=R’. Onmunit E de la base canonique B. Soit B’=(e,’,e,’, e,’) telle que el':(z), e,’=
3

’

X X
On note X =|y| les coordoonées de v dans B, X’=|y’| dans B’.
z Z’
2 0 -1 e,/ (v)=—2x+z
Alors X=PX’ o X'=P'X. P"'=—1|0 -3 , done | (y)=3y-2x
-1 2 -1 e, " (v)=x—2y+z
4. Bases antéduales
Lemme :
‘Soit x€E tel que V@p€E", ¢(x)=0. Alors x=0.
Preuve :
Si x#0, notons e,=x. On compléte (e,) en une base B=(e,,...,e,) de E. On introduit la base

duale B"=(e;,...,e;), maisalors e;(e,)=1#0. Contradiction, donc x=0.



Théoreme :
Soit (¢, ..., ®,) une base de E”. 1l existe une unique base de E, B=(e,,...,e,), telle que (¢,,...,p,) soit la

base duale de la base B.

Définition :
H Cette base B est appelée base antéduale ou préduale de la base (¢,,..., ¢,).

Preuve du théoreme :
Soit ¢ : x€EE — (¢,(x),..., 9, (x))€K". Comme dim(E)=dim(K"), il suffit de montrer que ¢ est linéaire et

injective pour prouver que ¢ est un isomorphisme entre E et K". ¢ est linéaire par linéarité de chaque application ¢ .
Soit xe€Ker(¢). ¢(x)=(0,...,0), clest-a-dire Vi€[1,n], ¢,(x)=0. Soitalors p€E".

Comme (¢, ..., ¢,) estune base de E*, I(a,,...,a,)EK" tel que qazz a;@;. Alors qa(x):z a,¢;(x)=0.
i=0

i=0
D'aprés le lemme, x=0, ainsi ¢ ' est un isomorphisme de K" dans E.
Soit (¢,,...,¢,) la base canonique de K". Notons V j€[1,n], ej=¢>_1 (¢;). Montrons que B=(e,...,e,) est une
base de E, dont la duale est (¢, ,..., ,).
Par construction, B est I'image par ¢~ d'une base de K", or ¢~ est un isomorphisme. Donc B est une base de E.
Par définition, V j€[1,n], ¢le;)=¢,, et ¢ple;)=(¢,(e;),....p,(e;)), donc Vie[1,n], @(e,)=6, ..
Par unicité de la base de E~ vérifiant les formules de Kronecker, (¢, ..., ¢,) est la base duale de 3.
Considérons B’ une autre base de E dont la duale est (qol,...,qon). Alors V (i, j)€[1,n], (pi(ej'):d

i,j°
clest-a-dire V j€[1,n], ¢(e,")=¢,. DoncV je[1,n], ej’=¢71(sj)=ej.

Remarque :
Pour obtenir la base antéduale d'une base (qpl ,...,qan) de E*, on utilise de formules de Kronecker, c'est-a-dire que

V j€[1,n], oncherche e,€E tel que Yi€[1,n], ¢;(e;)=5, .

Exemple :

X
E=K,[X]. Soit a€K. Onpose Vi€[0,n], ¢,(X)=—7—=. Alors (¢,,...,®,) est une base de E* dont

l'antéduale est (P,,..., P,), ob P.(X)=(X—a)", Yke[0,n].

n

Exemple :
E=K,[X]. Soit (a,,...,a,)€EK" " tel que V(i,j)€[1,n], i#j = a#a,.
On pose Vi€[0,n], ¢, : PEE +— P(a;). Alors (¢,,...,¢,) est une base de E* dont I'antéduale est la base de
Lagrange associée a (a a).

0r-era,
Exemple :
E=R,[X]. Soit P(X)=aX’+bX+c. Onpose ¢,(P)=b+a, ¢,(P)=c+a, ¢,(P)=c+b, formes linéaires de E.
Soit (a,,a,,a;)ER’ tel que @, ¢, +a,p,+a,¢,=0. Yi€[0,2], a,¢,(X")+a,¢,(X")+a,0,(X")=0.
Ainsi a,+a;=0, a,+a;=0, a,+a,=0 : onobtient a,=a,=a;=0, donc (¢,,¢,, ;) est une base de E".
Recherche de I'antéduale (P,, P,, P;) : On cherche d'abord PL(X)zaXz—FbX—I—c tel que ¢,(P,)=1, @,(P,)=0,

b+a=1 0 1 1lf¢ 1 c . 1 01 1
et q03(P,)=0. c+a=0 < |1 0 1||b|=|0| © |b|=A |0|, avec A=|1 0 1].
c+b=0 1 1 Ofla 0 a 0 1 1 0

. « . . -1 . 2
Cela revient donc a utiliser la premicre colonne de A pour avoir les coordonnées de P, .

-1 1 1| Ainsi P,(X ):%(Xerl—l). De méme, pour P,, on utilise la deuxiéme colonne
-1 1
1 -1/ de A", etla troisieme pour P, PZ(X)=%(X2—X+1), et P3(X)=%(—X2+X+l).
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